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Model Black-Litterman in optimizacija donosa portfelja
Povzetek
V delu so najprej predstavljene osnove portfeljske teorije, kamor sodijo pojmi kot so
vektor donosa, trzˇni portfelj, ucˇinkovita meja, itd. Brez izpeljav je povzet CAPM
model, na katerega se mocˇno navezuje celoten model Black-Litterman. Na podlagi
Markowitzevega problema alokacije sredstev, privatnih informacij in trzˇnega ravno-
vesja je vpeljan tradicionalen Black-Litterman model. Delo se nadaljuje s predstavo
Black-Litterman modela v novi lucˇi s pomocˇjo inverzne optimizacije. Naveden je
tudi pomemben primer za preizkusˇevanje na koncu naloge, imenovan PV-IO. Inver-
zno optimizacijo modela se nadgradi in obenem povecˇa njeno uporabnost z vpeljavo
drugacˇnih mer tveganja (npr.Var in CVaR). Podan je pomemben primer za testi-
ranje, imenovan RPV-IO. V zadnjem delu naloge se novo vpeljane optimizacijske
probleme in pripadajocˇe portfelje preizkusi najprej na simulacijah, nato pa sˇe na
zgodovinskih podatkih. V zakljucˇku so podana mnenja o prednostih in slabostih
novih modelov ter mozˇnih nadaljnjih poteh raziskovanja.
Black-Litterman model and portfolio return optimization
Abstract
The basics of the portfolio theory are presented in the beginning of the diploma,
where the main concepts include vector of mean asset returns, market portfolio,
efficient frontier, etc. Then, the CAPM model is presented because of the close
relationship between it and the Black-Litterman model. Based on the Markowitz
portfolio allocation problem, private informations and market equilibrium, the tra-
ditional Black-Litterman model is introduced. The paper continues with the rein-
terpretation of the Black-Litterman model with the help of the inverse optimization.
At the end of the section, an important example in the form of PV-IO is presented.
The general applicability of the model is broadened through alternative measures of
risk (e.g. VaR and CVaR). An important example is again provided, this time in the
form of RPV-IO. The last part of the diploma is concerned with testing the newly
introduced optimization problems through simulations, and later on through back-
testing. The main advantages and disadvantages are highlighted in the conclusion
of the paper, along with propositions for further research.
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1. Uvod
Black-Littermanov model je mocˇno razsˇirjen model za razporejanje sredstev v
financˇni industriji. Prvicˇ je bil predstavljen leta 1992 v cˇlanku Global portfolio opti-
mization[5], ki sta ga napisala Fischer Black in Robert Litterman, uporablja pa teo-
rijo analiticˇnega ravnovesja, s katero poizkusˇa oceniti donose negotovih investicij in
vkljucˇi Bayesovo metodologijo, s katero v ocene vkljucˇi investitorjeve osebne poglede
na vrednostne papirje. S pomocˇjo racˇunalniˇskih testiranj se je pokazalo, da so port-
felji, sestavljeni po temu modelu, bolj stabilni in razprsˇeni od tistih, ki jih konstru-
iramo s pomocˇjo bolj konvencionalnih metod (npr. z metodo povprecˇje-varianca).
Mnogo najvecˇjih ameriˇskih investicijskih podjetij (Goldman-Sachs, BlackRock, Ze-
phyr Analytics, itd.) BL model uporablja v osrcˇju svojih investicijskih analiz (po
[4]).
Po drugi strani pa ima model tudi nekatere pomanjkljivosti; zacˇensˇi s tem, da inve-
stitorje mocˇno omeji pri definiranju lastnih pogledov na investicije, saj jim omogocˇi
le oceno o donosnosti, ne pa na primer tudi o volatilnosti in dinamicˇnosti trga.
Druga slabost pa je v tem, da je osnovan na pristopu povprecˇje-varianca k por-
tfeljski teoriji, kjer za mero tveganosti vzamemo varianco financˇnega instrumenta
oziroma portfelja. Skozi leta je bilo vlozˇenega v analizo variance kot mere tveganja
veliko teoreticˇnega in empiricˇnega raziskovanja, pri cˇemer so bili rezultati raziskav
zelo raznoliki, mnogo pa jih je celo ugotovilo, da v praksi varianca ni najboljˇsa mera
za tveganje (npr. [3]). Zato so se zacˇele pojavljati druge ocene za tveganje, ki na
drugacˇne nacˇine povzamejo obnasˇanje investitorjev; bolj znane med temi sta na pri-
mer tvegana vrednost VaR in pogojna tvegana vrednost CVaR.
Zaradi omenjenih slabosti osnovnega Black-Littermanovega modela, se je posta-
vilo vprasˇanje, ali se ob dolocˇenih dodatnih predpostavkah lahko klasicˇno formuliran
model nekako izboljˇsa. To bo glavna motivacija tega dela diplomskega seminarja,
kjer bomo tako najprej model poizkusili nadgraditi v obliko, v kateri lahko inve-
stitorji podajo bolj raznolike privatne poglede o prihodnih obetih investicij. Nato
bomo poizkusili resˇiti sˇe slabost klasicˇnega modela, da lahko sprejme kot mero tve-
ganja samo varianco investicije. Ob mnogih statisticˇnih predpostavkah je klasicˇen
model obcˇutljiv na a priori dane parametre, ki imajo mocˇno negativen vpliv na re-
zultate modela v primeru, da so le-ti napacˇni. S posebno obliko optimizacije bomo
poizkusili sestaviti model, ki bo brez potrebe po sˇtevilnih predpostavkah lahko nudil
bolj robusten postopek sestavljanja primernega portfelja in bo tako izkazoval bolj
dosledne rezultate.
V delu diplomskega seminarja bomo matrike oznacˇevali s krepkimi velikimi cˇrkami
(Σ, P, ...), vektorje s krepkimi majhnimi cˇrkami (x, r, ...) in skalarje z navadnimi
cˇrkami (L, t, ...). Vektor e oznacˇuje vektor samih enic, 0 je vektor samih nicˇel in I je
identicˇna matrika. Koncˇno, oznaka A  0 pomeni, da je A pozitivno semidefinitna
matrika in oznaka A  0 pomeni, da je A pozitivno definitna matrika.
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2. Razlaga pojmov na enoobdobnem
modelu
V tem razdelku bomo predstavili temelje portfeljske teorije, vpeljali standardne
oznake in dokazali nekatere trditve, ki so pomembne za uporabo.
Privzemimo, da imamo enoobdobni model in na trgu n razlicˇnih vrednostnih
papirjev. Vrednost i-tega vrednostnega papirja v cˇasu 0 oznacˇimo s S0i , v cˇasu 1 pa





obicˇajno pa ri imenujemo kar donos.








Pricˇakovano vrednost in standardni odklon donosa i-tega vrednostnega papirja
nato oznacˇimo z
E(ri) in σi =
√
E(r2i )− E(ri)2,








Kovarianca med donosoma i-tega in j-tega instrumenta je
σij = cov(ri, rj) = E[(ri − E(ri))(rj − E(rj))] = E(rirj)− E(ri)E(rj).
Tu velja
σij = σji in σii = var(ri) = σ
2
i .
Iz tega definiramo matriko Σ, ki je kovariancˇna matrika donosov ter po definiciji
kvadratna, simetricˇna in pozitivno semidefinitna oblike
Σ =

σ11 σ12 . . . σ1n





σn1 σn2 . . . σnn
 ∈ Rn×n
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V cˇasu t = 0 investitor oblikuje portfelj θ = (θ1, θ2, ..., θn)
T , kjer θi ∈ R pomeni
sˇtevilo enot i-tega vrednostnega papirja. V cˇasu t = 1 zapre vse svoje pozicije oz.
proda papirje v imetju in poravna vse svoje obveznosti. Cˇe je V = V0(θ) vrednost







oznacˇimo utezˇ i-tega vrednostnega papirja v izbranem portfelju θ. V nadaljnem








Donos celotnega portfelja torej oznacˇimo z E(x) = µTx, standardni odklon pa
z σx =
√
xTΣx. Mnozˇici vseh dosegljivih parov (E(r), σr) za portfelje v modelu
imenujemo dosegljiva mnozˇica; cˇe imamo za sestavo portfelja na voljo vsaj 3
razlicˇne financˇne instrumente, ki niso popolnoma korelirani (σij 6= 1, ∀i, j) in z
razlicˇnimi pricˇakovanimi vrednostmi (E(ri) 6= E(rj), ∀i, j), je dosegljiva mnozˇiva
dvodimenzionalna zaprta mnozˇica in levo konveksna. To pomeni: cˇe vzamemo dve
poljubni tocˇki iz dosegljive mnozˇice, potem daljica med njima ne seka skrajno leve
meje dosegljive mnozˇice.
Slika 1. Dosegljiva mnozˇica.
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V nasˇem primeru predpostavljamo, da so investitorji tveganju nenaklonjeni in
racionalni, kar pomeni, da bodo v primeru dveh portfeljev z enakim pricˇakovanim
donosom izbrali tistega z manjˇsim standardnim odklonom in podobno, v primeru
dveh portfeljev z istim standardnim odklonom izbrali tistega z vecˇjim pricˇakovanim
donosom. Za i-ti financˇni instrument recˇemo, da dominira j-ti financˇni instrument,
cˇe velja:
E(ri) ≥ E(rj) in σi ≤ σj.
Cˇe to definicijo posplosˇimo na celotni portfelj lahko nadaljujemo z: Portfelj, ki
ni dominiran s kaksˇnim drugim portfeljem, razen mogocˇe samim sabo, se imenuje
ucˇinkovit portfelj. Mnozˇico vseh ucˇinkovitih portfeljev iz mnozˇice vseh dosegljivih
portfeljev imenujemo ucˇinkovita meja.
Slika 2. Ucˇinkovita meja in tocˇka minimalne variance.
Po predpostavki bodo investitorji izbirali portfelje iz ucˇinkovite meje, glede na
svoje preference za zˇeljen pricˇakovan donos in sprejemljivo tveganje.
Sedaj lahko vpeljemo sˇe vkljucˇitev netveganega financˇnega instrumenta z znanim
donosom rf in standardnim odklonom σf = 0. Primer takega instrumenta je npr.
drzˇavna obveznica ali pa depozit na banki, predpostavimo pa tudi, da ga investitorji
v portfelju lahko tako kupijo kot prodajo. Kovarianca drugih tveganih financˇnih
instrumentov in netveganega je enaka 0, saj je
cov(ri, rf ) = E[(ri − E(ri))(rf − rf )] = 0, ∀i.
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Portfelj na ucˇinkoviti meji je afina kombinacija portfelja iz samih tveganih fi-
nancˇnih instrumentov in enega netveganega financˇnega instrumenta (linearna komb-
nacija je afina, cˇe je vsota koeficientov enaka 1). Pricˇakovan donos takega portfelja
je torej
(1− α)E(r) + αrf .
Cˇe α spreminjamo, dobimo ravno premico, ki predstavlja ucˇinkovito mejo in po-
vezuje pricˇakovani donos netveganega instrumenta na ordinatni osi (0, rf ) in neko
tocˇko, ki predstavlja portfelj sestavljen samo iz tveganih financˇnih instrumentov.
V modelu CAPM opisano premico imenujemo premica trga kapitala. V tocˇki
(σmkt, E(rmkt)), kjer je premica trga kapitala tangentna na dosegljivo mnozˇico, je
portfelj sestavljen iz financˇnih instrumentov z utezˇmi, ki so enake njihovim relativ-
nim delezˇem na celotnem trgu. Ta portfelj imenujemo trzˇni portfelj in ga oznacˇimo
z xmkt.
Slika 3. Dosegljiva mnozˇica z netveganim instrumentom.
Iz slike lahko vidimo, da se z vpeljavo netveganega instrumenta, dosegljiva mnozˇica
povecˇa. Prej je bila manjˇsa in sestavljena iz samih tveganih instrumentov (dosegljiva
mnozˇica je sedaj celoten osencˇen del).
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V CAPM modelu bo vsak investitor (ob predpostavki, da je racionalen) izbral
portfelj iz premice trga kapitala (natancˇneje iz poltraka). Pricˇakovan donos portfelja
oziroma enacˇba, ki pripada te premici, se glasi




kjer sta E(rmkt) in σmkt pricˇakovan donos in standardni odklon donosa trzˇnega por-
tfelja. V te lucˇi imenujemo cˇlen (E(rmkt) − rf/σmkt)σ premija za tveganje in
predstavlja dodaten donos nad rf zaradi prevzetega vecˇjega tveganja.
Cˇe zˇelimo vedeti, kako se donos enega financˇnega instrumenta ali pa kar celotnega
portfelja obnasˇa glede na razmere celotnega trga, lahko raziˇscˇemo odvisnost med
donosom izbranega portfelja in donosom trzˇnega portfelja. Odvisnost lahko ocenimo
tako, da za vsako stanje na trgu na grafu oznacˇimo tocˇke (rmkt, r) in nato poiˇscˇemo
premico najboljˇsega prileganja. Njena enacˇba se glasi
r = β0rmkt + α0.
Pri resˇitvi pogoja, kateremu mora ustrezati premica najboljˇsega prileganja (izpe-





α0 = E(r)− β0E(rmkt),
kjer β0 imenujemo beta koeficient financˇnega instrumenta oziroma portfelja. Iz
druge enacˇbe sledi
E(r) = β0E(rmkt) + α0,
kar pomeni, da ob pozitivnem β0 donos portfelja narasˇcˇa, ko narasˇcˇa donos trzˇnega
portfelja in da ob negativnem β0 donos portfelja pada, ko narasˇcˇa donos trzˇnega
portfelja. Tako si β0 lahko ob danih oznakah predstavljamo kot mero za siste-
maticˇno tveganje portfelja; v primeru, da imamo portfelj sestavljen iz n financˇnih
instrumentov, ter da so njihove pripadajocˇe utezˇi x1, ..., xn, lahko izracˇunamo β0
celotnega portfelja preko
β0 = x1β1 + ...+ xnβn,
kjer so β1, ..., βn pripadajocˇi beta koeficienti financˇnih instrumentov v portfelju.
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Izrek 2.1. Pricˇakovan donos portfelja E(r) je linearna funkcija beta koeficienta β0:
E(r) = rf + (E(rmkt)− rf )β0.
Dokaz. Imamo dva portfelja, ki ju oznacˇimo z vektorjema njunih utezˇi. Prvi je
poljuben portfelj z utezˇmi x, drugi pa trzˇni portfelj z utezˇmi xmkt, za katerega
vemo, da lezˇi na ucˇinkoviti meji in zato zanj velja
γxmkt
T
Σ = µT − aeT ,
kjer sta γ > 0 in a realni sˇtevili.










γ(µT − aeT )x
γ(µT − aeT )xmkt =
E(r)− a
E(rmkt)− a.
Cˇe zˇelimo izracˇunati a, preprosto vzamemo netvegan financˇni instrument, ki ima
donos rf in beta koeficient βf = 0. Ko vstavimo βf in rf v enacˇbo namesto β0 in
E(r), dobimo a = rf . S tem je izrek dokazan.

Vidimo, da je (E(rmkt) − rf )β0 premija za tveganje, ki obstaja zaradi siste-
maticˇnega tveganja. Ko uporabimo zgornji izrek in nariˇsemo pricˇakovan donos v
odvisnosti od beta koeficienta za vsak portfelj v ravnini (β0,E(r)), dobimo pre-
mico trga vrednostnih papirjev.
Slika 4. Premica trga vrednostnih papirjev.
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3. Black-Littermanov model
Zacˇeli bomo z definiranjem naslovnega modela, vseh oznak in definicij ki mu pri-
padajo, kar nam bo dalo dobro osnovo za grajenje nadaljnega razvoja modela. Za
popolno predstavo in originalno razlago modela si lahko ogledamo [5].
Predpostavimo trg z n tveganimi in eno netvegano nalozˇbo, v katerem investitorji
zˇelijo maksimizirati svoj pricˇakovan donos glede na investitorju-specificˇno mejno
stopnjo tveganosti. Na zacˇetku bomo tveganost merili s standardnim odklonom
donosov, kar pa bomo kasneje v delu spremenili/posodobili. Z drugimi besedami
lahko recˇemo, da investitorji resˇujejo Markowitzev problem alokacije sredstev
(1) max
x
{µTx + (1− eTx)rf :
√
xTΣx ≤ L},
kjer je r n-razsezˇen slucˇajni vektor donosov vrednostnih papirjev (torej n-terica
slucˇajnih spremenljivk na primernem verjetnostnem prostoru), µ = E(r) je vektor
pricˇakovanih donosov za vse papirje, rf ∈ R+ je donos netvegane nalozˇbe, Σ ∈ Rn×n
je kovariancˇna matrika donosov ter x ∈ Rn je vektor utezˇi oziroma, koliko ima v
vsakem tveganem vrednostnem papirju investitor nalozˇeno v primerjavi s celotnim
portfeljem. Naj bo sˇe L mejna stopnja tveganja, ki ga investitor sprejme in se lahko
razlikuje od posameznika do posameznika.
Osnovni problem pri resˇevanju (1) je iskanje stabilnega postopka za oceno µ in
Σ. BL model ponudi mozˇen postopek za to z implementacijo dveh virov informacij:
• Trzˇno ravnovesje:
Cˇe vsi investitorji resˇujejo (1) za nek investitorju specificˇen L, potem obstaja vre-
dnost δ ∈ R+, za katero je vektor pricˇakovanih vrednosti µ enak
(2) µ = rfe + 2δΣx
mkt.
V tem primeru je xmkt vektor utezˇi trzˇnega portfelja. Cˇe malo preuredimo (2)
(natancˇneje, rfe nesemo na levo, obe strani enacˇbe z leve matricˇno pomnozˇimo z
xmkt
T
in izrazimo δ), vidimo da je δ = (µ− rfe)Txmkt/(2xmktTΣxmkt), kar pomeni,
da δ v bistvu meri premijo za tveganje za trzˇni portfelj. Koncˇno, pri dani investitorju






Te pogoji skupaj tvorijo CAPM model.
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• Privatne informacije:
Privatne informacije so v nasˇem primeru miˇsljene v smislu, da imajo razlicˇni
investitorji lahko lastne informacije oziroma poglede, ki pa niso skupni tudi dru-
gim investitorjem poleg njih. Model izrazˇa te med seboj neodvisne poglede skozi
vecˇ razlicˇnih portfeljev p1, p2,..., pm, za katere ima investitor ocene pripadajocˇih
pricˇakovanih donosov q1, q2,..., qm. Kompaktneje lahko zapiˇsemo





in qT =(q1, q2, ..., qm).
Ker so pogledi investitorja lahko netocˇni, je potrebno uposˇtevati tudi mozˇnost
napak, zato velja
Prˆ = q + ˜,
kjer je ˜ ∈ Rm vektor napak ocen. Ta izrazˇa negotovost investitorjev v posamezne
poglede, porazdeljen pa je normalno s pricˇakovano vrednostjo 0 in varianco Ω ∈
Rm×m. Zaradi predpostavke o neodvisnosti pogledov je Ω diagonalna matrika, kjer
i-ti diagonalni element predstavlja varianco i-te napake ocene pogleda.
Ob napisanem je torej pogojna porazdelitev Prˆ pogojno na nabor investitorjevih
pogledov porazdeljena normalno z pricˇakovano vrednostjo q in varianco Ω(torej
Prˆ|µ ∼ N(q,Ω)).
Primer 3.1. Recimo, da ima investitor na voljo 7 financˇnih instrumentov, iz katerih
lahko sestavi svoj portfelj. Glede njihovega donosa oblikuje tri razlicˇne portfelje:
(1) Donos 1. financˇnega instrumenta bo 4%,
(2) Tretji financˇni instrument bo dosegel za 0.5% viˇsji donos kot drugi financˇni
instrument,
(3) 6. in 7. financˇna instrumenta bosta izkazala na trgu za 1% viˇsji donos kot
4. in 5. financˇna instrumenta.






Matrika portfeljev P glede na navedene poglede pa nato izgleda tako:1 0 0 0 0 0 00 −1 1 0 0 0 0
0 0 0 −0.5 −0.5 0.5 0.5
 .
Kot vidimo, smo tu uposˇtevali razlicˇne utezˇi za financˇne instrumente, na katere
se dolocˇen pogled navezuje. Cˇe mislimo (izrazˇeno v izbranem pogledu), da se bo
instrument odrezal nadpovprecˇno, mu pripiˇsemo pozitivno utezˇ, v nasprotnem pri-
meru pa negativno. Ko pogled vkljucˇuje relativne poglede, se morajo vse pozitvne
utezˇi sesˇteti v 1, vse negativne pa v -1. ♦
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Ob uposˇtevanju napisanih oznak, model Black-Litterman predlaga sledecˇ stati-
sticˇni model za oceno vektorja donosov
(4) rˆ ≡ rfe + 2δˆΣˆxmkt.
V tem oceni je uposˇtevano, da lahko Σˆ dobimo iz zgodovinske ocene kovariancˇne






kjer smo z E(rmkt) oznacˇili pricˇakovan donos trzˇnega portfelja in z σ2mkt varianco
donosa trzˇnega portfelja. V tem smislu lahko recˇemo δˆ ”koeficient nenaklonjenosti
tveganju”(izpeljava za zgornjo oceno je dostopna v [10]). Omeniti pa je potrebno,
da izbira δˆ vpliva le na oceno rˆ in pripadajocˇ portfelj za neko konstanto proporcio-
nalnosti.






Cˇe zˇelimo pogojno porazdelitev µ|Prˆ (kar nas dejansko zanima, glede na nasˇe
privatne poglede in pricˇakovanja o donosih), Black in Litterman uporabita 3.2, kjer
je
fµ|P rˆ(x|Px) =
fP rˆ|µ(Px|x) · fµ(x)∫
[fP rˆ(Px) · fµ(x)]dx.
Porazdelitvi µ ∼ N(rˆ,Σ) in Prˆ|µ ∼ N(q,Ω) sta vecˇrazsezˇni normalni, pri kate-
rih Black in Litterman dokoncˇno podata oceno za (µ,Σ) ob uposˇtevanju privatnih
pogledov z (µBL,ΣBL). Prvotno je bila v cˇlanku [5] navedena samo ocena






















, ΣBL = Σ1 + Σ2.
Skupaj sestavljata model Black-Litterman in ocenjujeta (µ,Σ) ob danih privatnih
pogledih investitorja.
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Opozoriti je treba, da se vrednosti Σ1 in Ω ne da oceniti in morata biti podani z
eksogenim predpisom; pogosto uporabljen je
(7) Σ1 = Σˆ, Ω =
(
τ0Σˆ 0
0 diag(τ1, ..., τm),
)
kjer τi ∈ R+, i = 0, ...,m predstavlja investitorjevo relativno prepricˇanost v svoj po-
gled (privatno informacijo). Podrobnejˇsa izpeljava ocen, ob malo drugacˇnih oznakah,
je dostopna v znanstvenem cˇlanku [8] ali pa slovenski razlicˇici v [10].
Kljub mnogim statisticˇnim predpostavkam in eksogeno podanih parametrih, ta
postopek nudi stabilne ocene z dobrimi prakticˇnimi rezultati.
4. Reinterpretacija BL modela s
pomocˇjo inverzne optimizacije




kjer je f(x; ζ) neka namenska funkcija odvisna od spremenljivke x ∈ Rn in podat-
kov ζ ∈ Rm. V splosˇnem je mnozˇica dopustnih resˇitev æ(ζ) odvisna od podatkov
ζ. Procesu, pri katerem so podatki ζ znani in nato iˇscˇemo optimalno resˇitev x∗
problema (8), pravimo direkten problem. V inverzni optimizaciji pa imamo dano
optimalno resˇitev x∗, za katero iˇscˇemo ζ, pri kateri je x∗ =argminx∈æ(ζ) f(x; ζ). V
primeru, ko je takih ζ vecˇ, je priporocˇljivo karakterizirati mnozˇico vseh takih ζ, za
katere je dana resˇitev optimalna.
Kot primer lahko vzamemo osnoven Markowitzev problem alokacije sredstev (1).
Mnozˇica podatkov ζ torej ustreza (µ, Σ, rf , L). V direktnem problemu predposta-
vljamo, da so ti podatki vnaprej znani, iˇscˇemo pa optimalni portfelj x∗. V inverzni
optimizaciji pa imamo dan portfelj x∗, za katerega iˇscˇemo mnozˇico podatkov (µ, Σ,
rf , L), pri katerih je le-ta optimalen.
Definicija 4.1. Predpostavimo optimizacijski problem
minf(x)
p.p. gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
Ax = b
kjer so f, g1 . . . , gm konveksne funkcije.
Slaterjev pogoj pravi, da velja krepka dualnost, cˇe obstaja tak x∗ ∈ relint(D) za
katerega velja
gi(x
∗) < 0, i = 1, . . . ,m,
Ax∗ = b.
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Definicija 4.2. Predpostavimo isti optimizacijski problem kot v 4.1. Tocˇka x∗
zadosˇcˇa pogojem Karush-Kuhn-Tucker(KKT), cˇe obstajajo taki δ1, δ2, ..., δm ≥ 0,
da velja:
KKT1: ∇f(x∗) +∑mi=1 δi · ∇gi(x∗) = 0,
KKT2: δi · gi(x∗) = 0 za i = 1, . . . ,m,
KKT3: gi(x
∗) ≤ 0 za i = 1, . . . ,m.







je potem velikosti(p+ q)× (p+ q).
Cˇe je C obrnljiva, je Schurov komplement bloka C matrike M matrika definirana z
S := A−BC−1BT.
Definicija 4.4. S pomocˇjo Schurovih komplementov lahko karakteriziramo pozi-
tivno definitnost oziroma semidefinitnost blocˇne matrike M, kjer je detC 6= 0:
• M je pozitivno definitna matrika natanko tedaj, ko sta pozitivno defnitni
matriki C in S,
• Cˇe je C pozitivno definitna, je M pozitivno semidefinitna natanko tedaj ko
je S pozitivno semidefinitna.
Trditev 4.5. Predpostavimo Markowitzev problem (1), ter dan portfelj x∗. Sˇe vecˇ,
znano je a priori, da velja Σ  0 in L > 0. Potem je (µ, Σ, rf , L) resˇitev (1)




Σx∗ 6 L2, δ(L2 − x∗TΣx∗) = 0,
µ− rfe− 2δΣx∗ = 0, δ > 0, L > 0, Σ  0.
Dokaz. Za vsako fiksno mnozˇico podatkov z Σ  0 in L > 0 je direkten problem
konveksen in zadosˇcˇa Slaterjevemu pogoju. Zato je potrebno in zadostno, da vsaka
optimalna resˇitev x zadosˇcˇa Karush-Kuhn-Tuckerjevim (KKT) pogojem (po [6]).
V nasˇem primeru pa so KKT pogoji ravno pogoji v (9), kjer je x∗ zamenjan z x,
omejitvi Σ  0 in L > 0 pa sta izpusˇcˇeni (zapisali smo
√
xTΣx 6 L kot xTΣx 6 L2
zavoljo enostavnosti).
Premislimo sedaj za inverzni problem. Ugotovili smo zˇe, da je potrebno in zado-
stno za portfelj x∗, da zadosˇcˇa sistemu (9), da je optimalen. Cˇe vzamemo x∗ kot
dan in predpostavimo, da so ostali parametri neznani, sledi, da mora vsaka resˇitev
inverznega problema zadovoljiti sistem enacˇb z x∗. 
Ker je Σ kovariancˇna matrika, je pogoj Σ  0 povsem naraven. Po drugi strani
pa je mogocˇe, da je L = 0, a je to intuitivno nesmiselno, saj predstavlja situacijo, v
kateri investitor ni pripravljen sprejeti kakrsˇnokoli tveganje.
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Z uporabo CAPM modela in trditve 4.5 vemo, da obstaja vrednost L, za katero
podatki (µ, Σ, rf , L) zadostijo sistem enacˇb (9), v katerem nastopa x
mkt namesto
x∗. Sˇe vecˇ, cˇe v (9) Σ in δ zamenjamo z njunima aproksimacijama Σˆ in δˆ, dobimo
ravno oceno (4). Pomembneje pa je, da (9) obravnava µ in Σ na isti nacˇin, saj
poda pogoje, katerim morata oba ustrezati v ravnovesju. Te ugotovitve povzamemo
v naslednjem izrekom.
Izrek 4.6. Predpostavimo, da investitorji resˇujejo problem (1) za nek investitorju
specificˇen L. Potem obstajata taka µ in Σ¯, da izpolnjujeta
(10) µ− rfe− Σ¯xmkt = 0, Σ¯  0.
Dokaz. Uporabimo nasˇe zgornje ugotovitve in zamenjamo Σ¯ z 2δΣ v sistemu enacˇb
(9). 
Inverzno optimizacijo bomo sedaj nadgradili z vkljucˇitvijo privatnih informacij,
zacˇensˇi z obliko informacij kot v (3). Ko dopolnimo sistem (10) s temi privatnimi
informacijami, dobimo sistem linearnih matricˇnih neenakosti, ki pa je lahko nedo-
pusten. Zato iˇscˇemo najmanjˇsi odmik, pri katerem nastali sistem postane dopusten






∥∥∥∥(µ− rfe− Σ¯x∗Pµ− q
)∥∥∥∥ 6 t, Σ¯  0},
kjer ‖ · ‖ predstavlja poljubno normo. Za razliko od klasicˇno definiranega BL mo-
dela, zgornji optimizacijski problem dolocˇi µ in Σ¯ hkrati, zaradi cˇesar posledicˇno ne
potrebujemo priblizˇkov oblike (7).
Za vecˇino standardnih norm lahko (11) zapiˇsemo kot semidefiniten optimizacijski
problem. Ta zapis bomo pokazali za utezˇeno l2 normo (rezultat bi bil zelo podoben,
tudi cˇe bi vzeli utezˇeno l1 ali utezˇeno l∞ normo). Pomembna posledica te oblike
zapisa je posplosˇitev BL rezultata.
Trditev 4.7. Predpostavimo problem (11) z utezˇeno l2 normo ‖z‖Ω2 =
√
zTΩ−1z,
kjer je Ω  0.














 0, Σ¯  0
}
.





















Dokaz. (a) Opazimo, da ko je t > 0, lahko uporabimo Schurove komplemente in
definicijo 4.4 ter zapiˇsemo






Potem formulacija semidefinitnega programiranja sledi neposredno iz definicije u.
(b) Cˇe zapiˇsemo Σ¯ z uporabo zgodovinskih aproksimacij, lahko (11) s pomocˇjo



































Ta zapis je v obliki miny ‖Ay − b‖22, za katero je splosˇno znano, da ima resˇitev
y = (ATA)−1ATb. Cˇe uporabimo to lastnost, dobimo ravno formulo iz trditve.

To poglavje lahko zakljucˇimo z nekaj komentarji:
(i) Ker sta enakosti (13) in (5) identicˇni, je pomembna posledica (b) v trditvi
4.7 to, da pristop z inverzno optimizacijo posplosˇi BL model. V tem smislu
s pomocˇjo inverzne optimizacije lahko pridemo do enake ocene Σ−12 , kot je
navedena v originalnem Black-Litterman modelu.
(ii) Za razliko od originalnega BL pristopa, je v tej metodi relativno preprosto
dodajati omejitve, ki jih morajo izpolnjevati resˇitve. Na primer, lahko si
predstavljamo, da povprecˇen investitor ne resˇuje samo problema (1), ampak
ga omejujejo sˇe dodatni pogoji kot so kolicˇina kapitala, nezmozˇnost zasedanja
kratke pozicije in tako naprej. Predlagan princip se da preprosto prilagoditi
na take omejitve: najprej vzamemo xmkt kot optimalno resˇitev v ravnovesju
direktnega problema, nato resˇimo pripadajocˇ inverzni problem in na koncu
v (10) vstavimo dobljene vrednosti.
(iii) Pomebna prednost inverzne optimizacije je mozˇnost vkljucˇitve vecˇje raznoli-
kosti investitorjevih pogledov. Tako lahko dodamo poljubne linearne ali se-
midefinitne omejitve za µ in Σ¯, brez da bi vplivali na obvladljivost resˇevanja
(12). V praksi to pomeni, da lahko modeliramo veliko razlicˇnih pogledov,
tudi takih, ki jih v tradicionalnem pristopu sicer ne bi mogli vkljucˇiti. Na
primer, na opcijskem trgu ima lahko investitor informacije o volatilnosti σ
kosˇarice vrednostnih papirjev b. Tako lahko doda omejitev ‖bT Σ¯b−σ2‖ 6 .
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Primer 4.8. Recimo da investitor verjame, da donosi vrednostnih papirjev sledijo
faktorskemu modelu. Le-ta je v financˇni literaturi pogosto uporabljen in tesno po-
vezan s teorijo brezarbitrazˇnega vrednotenja (APT). Bistvo faktorskega modela je,
da prvih nekaj lastnih vrednosti Σ dominira preostali del spektra, te vrednosti pa
predstavljajo pomembne makroekonomske pogoje, ki so pocˇasi se spreminjajocˇi. Za
ostale lastne vrednosti se predpostavi, da so zelo majhne in s tem skorajda povsem





λi > α · sled(Σ¯), ‖Σ¯vi − λivi‖ 6  i = 1, . . . , k,
kjer α ∈ (0, 1), λi je i-ta najvecˇja lastna vrednost od 2δˆΣˆ, vi je pripadajocˇ lastni
vektor in k je neko majhno naravno sˇtevilo, na primer 2 ali 3. Prva omejitev zago-
tovi, da dolocˇeni makroekonomski faktorji predstavljajo velik del spektra, druga pa
poskrbi da so le-ti pocˇasi se spreminjajocˇi. ♦
Cˇeprav omejitve (14) ne vplivajo na zmozˇnost resˇevanja (12), pa predstavljajo so-
fisticiran pogled na dinamicˇnost trga: prihodnji donosi so dobro ocenjeni s pomocˇjo
malega sˇtevila makroekonomskih dejavnikov. V sledecˇem primeru bomo ocenili te
dejavnike skozi zgodovinske podatke.
Primer 4.9. Pristop PV-IO, ki je okrajˇsava za povprecˇje-varianca inverzna opti-
mizacija, resˇuje problem oblike (12) z dodatnimi omejitvami (14). Za zgodovinsko
kovariancˇno matriko med sektorji
Slika 5. Zgodovinska kovariancˇna matrika med 10. sektorji.
izracˇunamo, da vsota prvih treh najvecˇjih lastnih vrednosti zavzame 87 % spek-
tra, iz cˇesar lahko sklepamo, da je uporaba faktorskega modela za aproksimacijo
upravicˇena. Izracˇun imamo v spodnjem grafu, kjer je Vektor lastn vred vektor
narasˇcˇajocˇih lastnih vrednosti zgodovinske kovariancˇne matrike, Delez prvih treh pa









Slika 6. Lastne vrednosti kovariancˇne matrike in delezˇ najvecˇjih treh.
Resˇimo problem (12) z dodatnimi omejitvami (14)(vzamemeo k = 3,  = 10−8
in α = 87%) in dobimo vrednosti, izpisane v Slika 7. Tukaj je xPV vektor delezˇev
posameznih sektorjev v portfelju, µPV pa pripadajocˇi pricˇakovani donosi. Za inve-
stitorja, ki verjame, da bodo v prihodnosti glavni makroekonomski dejavniki ostali
dokaj konstantni, in da bodo donosi blizu CAPM ravnovesja, portfelj xPV najbolj
odrazˇa njegovo staliˇscˇe.
Slika 7. Delezˇi in pricˇakovani donosi po sektorjih.
♦
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5. Uporaba drugacˇnih mer tveganja v
inverzni optimizaciji
Do sedaj smo v vseh modelih predpostavili, da investitorji tveganje merijo s stan-
dardnim odklonom. Obstajajo pa tudi mnoge druge mere tveganja, kot sta na
primer tvegana vrednost VaR in pogojna tvegana vrednost CVaR. Njihovo upo-
rabo zagovarjajo mnogi profesionalni uporabniki portfeljskih modelov, saj naj bi
bolje povzele obnasˇanje investitorjev. To poglavje bo tako namenjeno posplosˇitvi
prejˇsnjih ugotovitev na model, ki je zmozˇen uposˇtevati drugacˇne mere tveganja.
5.1. Osnovni pojmi. Za dano slucˇajno spremenljivko Z je njena tvegana vrednost
definirana z
VaRα(Z) = inf{z ∈ R : P(z + Z > 0) 6 1− α}
za vsak α ∈ (0, 1). Z drugimi besedami lahko recˇemo, da je VaRα(Z) kvantil na
strani izgub Z. Ena mozˇnost merjenja tveganja portfelja bi bila postavitev poraz-
delitve za r in omejitev najvecˇje mozˇne izgube α% v primerjavi z nekim referencˇnim




{µTx + (1− eTx)rf : V aRα((r− rfe)Tx) 6 L},
kjer je r slucˇajni vektor porazdelitve donosov in L neka vrednost.
Na zˇalost se lahko za splosˇno porazdelitev r zgodi, da je dopustna mnozˇica v (15)
nekonveksna. Ker to lahko predstavlja racˇunske tezˇave, je priljubljena alternativa,
da se uporabi koherentno mero tveganja.
Funkcija ρ omejene slucˇajne spremenljivke Z je koherentna mera tveganja, cˇe
izpolnjuje sledecˇe pogoje:
(a) Monotonost : Cˇe je Z > Y s.g., potem ρ(Z) 6 ρ(Y ).
(b) Invariantna translacija: Cˇe c ∈ R, potem ρ(Z + c) = ρ(Z)− c.
(c) Konveksnost : Cˇe λ ∈ [0, 1], potem ρ(λZ+ (1−λ)Y ) 6 λρ(Z) + (1−λ)ρ(Y ).
(d) Pozitivna homogenost : Cˇe λ > 0, potem ρ(λZ) = λρ(Z).
Kanonicˇen primer koherentne mere tveganja je pogojna tvegana vrednost CVaR,
definirana s CVaRα(Z) = −E[Z | Z 6 VaRα(Z)]. Za splosˇno koherentno mero
tveganja formuliramo sledecˇ portfeljski optimizacijski problem
(16) max
x
{µTx + (1− eTx)rf : ρ((r− rfe)Tx) 6 L}.
Ta problem je vedno konveksen zaradi pogoja (c) za funkcijo ρ, ne glede na izbiro
porazdelitve za r in koherentne mere tveganja ρ.
Sedaj lahko zdruzˇimo ta orodja pri vpeljavi splosˇnega problema alokacije sredstev.
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5.2. Splosˇen problem alokacije sredstev. Predpostavimo sledecˇ optimizacijski
problem
(17) P (L) : max
x
{µTx + (1− eTx)rf : (r− rfe)Tx > −L ∀r ∈ U},
ki je za neko mnozˇico U (recˇemo ji mnozˇica nedolocˇenosti) primer robustnega opti-
mizacijskega problema. Cˇe si ga razlozˇimo intuitivno, lahko recˇemo, da je za vsak
mozˇen scenarij r ∈ U donos nasˇega portfelja vsaj −L. Oznako P (L) uporabimo
preprosto zato, ker zˇelimo poudariti odvisnost problema od L.
V sledecˇi trditvi bomo uporabili oznako zα, ki se nanasˇa na tvegano vrednost
VaR, opisano na zacˇetku poglavja (ob dani vrednosti α).
Trditev 5.1. Zamislimo si sledecˇe mnozˇice:
U1 = {r : (r− rfe)TΣ−1(r− rfe) 6 1},
U2 = {r : (r− µ + rfe)TΣ−1(r− µ + rfe) 6 z2α},
U3 = {r : (r− µ + rfe)TΣ−1(r− µ + rfe) 6 2piα2e−z2α/2}.
(a) Cˇe je v problemu (17) U = U1, potem je le-ta ekvivalenten osnovnemu Mar-
kowitzevemu problemu (1).
V posebnem primeru, ko je r porazdeljen kot vecˇrazsezˇen normalen slucˇajni vektor,
r ∼ N(µ,Σ), velja sˇe:
(b) Problem (17) je v primeru U = U2 in α 6 1/2 ekvivalenten formulaciji z
uporabo tvegane vrednosti VaR (15).
(c) Problem (17) je v primeru U = U3 ekvivalenten formulaciji z uporabo kohe-
rentne mere tveganja (16), v tem primeru pogojne tvegane vrednosti CVaR.
Dokaz. Dokaz vseh treh tocˇk je dostopen v cˇlanku [1]. Po drugi strani pa je trditev
mogocˇe dokazati tudi s premislekom, da je linearnost razlog za obstoj eksplicitne
oblike resˇitve in da je za normalno porazdeljene r mozˇno poiskati pricˇakovane vre-
dnosti izrazov za VaR in CVaR.

5.3. Karakterizacija pricˇakovanih donosov v ravnovesju. V tem podpoglavju
bomo postavili aproksimacije tipa BL za optimizacijski problem (17). Zaradi tega
moramo v tej tocˇki predpostaviti, da je portfelj xmkt dosegljiv in obenem tudi opti-
malna resˇitev problema.
Trditev 5.2. Naj x∗(L) predstavlja optimalno resˇitev za P (L), cˇe le-ta obstaja.
Potem velja:
(a) Za vsak δ > 0 je δx∗(L) optimalna resˇitev za P (δL).
(b) Cˇe x∗(L) obstaja in je enolicˇen za nek L > 0, potem x∗(L) obstaja in je
enolicˇen za vsak L > 0.
Od zdaj naprej zahtevamo, da je xmkt optimalen portfelj v ravnovesju.
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Trditev 5.3. Privzemimo, da vsi investitorji maksimizirajo (17) za neko investitorju
specificˇno vrednost L in da je za neko vrednost L > 0 resˇitev x∗(L) enolicˇna. Potem
obstaja tak L∗, za katerega je xmkt optimalna resˇitev P (L∗).
Dokaz. Kakor smo definirali na zacˇetku, xmkt sestavljajo utezˇi trzˇnega portfelja. Naj
bo sedaj p(l) delezˇ celotnega premozˇenja, ki ga drzˇijo investitorji s preferenco L = l.










Cˇe oznacˇimo L∗ =
∫∞
l=0
lp(l)dl in ponovno uporabimo 5.2.(a), dobimo xmkti =
x∗i (L
∗), natanko kar smo zˇeleli.

Sedaj bomo s pomocˇjo inverzne optimizacije karakterizirali mnozˇico podatkov, za
katero je xmkt optimalna resˇitev. V preostanku tega poglavja bomo predpostavili
sledecˇo obliko mnozˇice U
(18) U = {r : ∃ v, da je Fr + Gv − g ∈ K},
kjer je K pravi stozˇec (konveksen, usmerjen, zaprt in neprazen), F in G sta dani
matriki in g je dan vektor. Primeri take mnozˇice U so poliedri in preseki elipsoidov,
le-ti pa vsebujejo tudi mnozˇice opisane v 5.1.
S temi orodji lahko zapiˇsemo glavni rezultat tega poglavja. Oznako x >K y bomo
uporabili, kadar velja x− y ∈ K.
Izrek 5.4. Predpostavimo, da ima (17) dosegljivo mnozˇico resˇitev in enolicˇen op-
timum za nek L > 0. Predpostavimo sˇe, da ima U iz (18) notranjo tocˇko. Cˇe vsi
investitorji resˇujejo (17) za investitorju specificˇno vrednost L, potem morajo obstajati
p, Γ, β, tako da (µ, rf , L) zadostijo
(19)
(µ− rfe)Txmkt = ΓL, FTp = xmkt,
GTp = 0, gTp > −L, Γrfe− β = µ− rfe,
Fβ + Gw >K Γg, p ∈ K∗, Γ > 0,
kjer je K∗ dualni stozˇec za K (torej K∗ = {y : yTx > 0 ∀x ∈ K}).
Dokaz. Prepiˇsimo (17) kot optimizacijski problem na konveksnem stozˇcu. Opazimo,
da velja enakost{




x ∈ Rn : min
r∈U
rTx > −L+ rfeTx
}
.
Za vsak dosegljiv x v (17), mora biti optimizacijski problem minr∈U rTx omejen
za ta x. Ker ima mnozˇica U po predpostavki notranjo dosegljivo tocˇko, sledi da
ta optimizacija zadovolji Slaterjev pogoj in posledicˇno velja krepka dualnost. Zato
velja, da je njena optimalna vrednost enaka optimalni vrednosti programa
max
p
{gTp : FTp = x,GTp = 0,p ∈ K∗}.
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Tako lahko originalen optimizacijski problem (17) prepiˇsemo kot
(20) max
x,p,v
{rf + (µ− rfe)Tx : gTp > −L+ rfeTx,FTp = x,GTp = 0,p ∈ K∗},
za ustrezne F, G in g.
Po predpostavki ima ta problem enolicˇno optimalno resˇitev za nek L > 0 in
zaradi trditve 5.2(b), enolicˇno optimalno resˇitev za vsak L > 0. To implicira, da je
ta problem navzgor omejen, zaradi cˇesar lahko ponovno uporabimo izrek o krepki
dualnosti. Dualni problem ki nastane, je
(21) min
Γ,β,w
{ΓL | Γrfe− β = µ− rfe,Fβ + Gw >K Γg,Γ > 0}.
Za konec lahko uporabimo trditev 5.3, po kateri je xmkt optimalna resˇitev za
nek L. Sistem enacˇb (19) je drugacˇen zapis te optimalnosti v smislu pogojev za
krepko dualnosti. Natancˇneje, xmkt je dosegljiv v primarnem problemu (20), v
(21) obstajajo dosegljive dualne spremenljivke in optimalna vrednost primarnega
ter dualnega problema je enaka.

Tako kot v 4. poglavju lahko vkljucˇimo investitorjeva mnenja z dodajanjem pri-
mernih omejitev in resˇevanjem sistema z metodo najmanjˇsih kvadratov (zato, da je
sistem resˇljiv). To ponazorimo v sledecˇem podpoglavju.
5.4. Pristop robustne povprecˇje-varianca inverzne optimizacije. V Marko-
witzevi formulaciji investitor predvideva, da je prihodnja volatilnost dolocˇena s ko-
variancˇno matriko Σ. Problem nastane, ko je investitor brez dobre informacije o
volatilnosti negotov o definiranju enolicˇne matrike Σ. V tem primeru lahko dolocˇi
majhen nabor scenarijev {Σ1,Σ2, . . . } in zahteva, da njegov portfelj ni podvrzˇen
prevelikemu tveganju pri vsakem izmed njih. Tako oblikuje portfelj, ki je robusten
glede na njegovo negotovost o volatilnosti.
Za primer lahko vzamemo investitorja, ki je mnenja, da donose narekuje faktorski




{rf + (µ− rfe)Tx :
√




Σ  0 : ‖Σvi − λivi‖ 6 , i = 1, . . . , k,
k∑
i=1
λi > α · sled(Σ)
}
.
Opomba 5.5. Cˇe v limiti vzamemo k = n in  = 0, je problem (22) ekvivalen-
ten osnovnemu problemu (1). Parametra  in α tako dolocˇata ”velikost” mnozˇice
nedolocˇenosti. Recˇemo jima tudi proracˇunska koeficienta negotovosti.
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Cˇe zˇelimo zapisati aproksimacije tipa BL za (22), moramo prepisati problem (22)
v obliko ekvivalentnega optimizacijskega problema z mnozˇico nedolocˇenosti
U =
{
r : ∃Σ tako da Σ  0, (r− rfe)TΣ−1(r− rfe) 6 1,
‖Σvi − λivi‖ 6 , ∀i = 1, . . . , k,
k∑
i=1
λi > α · sled(Σ)
}
in uporabo eksplicitne resˇitve minimuma linearne funkcije nad elipsoidom. Nato
uporabimo izrek o Schurovih komplementih in zapiˇsemo U v obliki (18). Po 5.4 mo-
rajo torej obstajati podatki (µ, L, z,Σ, θ, γ,Bi,pi,Γi) za i = 1, . . . , k, ki zadosˇcˇajo








λi > α · sled(Σ),

























































(A(i, j) + A(i, j)T ).
Na prvi pogled ni najbolj jasno kako resˇiti predlagan sistem enacˇb. V praksi bo
investitor dolocˇil nekaj parametrov a priori ; to bomo storili tudi mi. Tako vi in
λi dobimo iz zgodovinskih podatkov, vzamemo k = 3,  = 10
−5, α pa predstavlja
delezˇ spektra, ki ga zavzamejo prve tri lastne vrednosti Σ. Posledicˇno se nam sistem
zmanjˇsa na resˇljiv sistem linearnih matricˇnih neenakosti, kar bomo pokazali sedaj.
Opazimo, da ima z podobno vlogo kot δ v originalnem BL modelu, iz cˇesar
sledi, da je primer, ko je z = 0 intuitivno nesmiselen, saj predstavlja situacijo,
v kateri investitor ne sprejme nobenega tveganja in ima pripadajocˇi portfelj donos
enak donosu netveganega instrumenta. V zanimivejˇsem primeru, ko je z > 0, nam
proces ponudi resˇitev za µ le v smislu proporcionalnosti, saj lahko µ,Σ, z vedno
zmanjˇsamo/povecˇamo za neko pozitivno konstanto. Tako kot v originalnem BL mo-
delu moramo torej eksogeno podati vrednost z. Intuitivno si to lahko razlagamo z
dejstvom, da z = (µ− rfe)Txmkt/L, kot δ, predstavlja nekaksˇen Sharpov kazalnik,
ki meri razmerje med tveganjem in donosom trzˇnega portfelja.
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Po predpostavki je U znan a priori. Zato lahko vedno vzamemo L = Lmkt ≡
maxr∈U −rTxmkt, kar nam zagotavlja obstoj potrebnih parametrov γ,Γi,Bi, θ,pi.
To nam ponudi metodo izbiranja z: izberemo z pri katerem Lmktz dosezˇe zˇeljen
donos za trzˇni portfelj. Sedaj bomo uporabili to metodo, pri kateri bo zˇeljeni donos
enak ravnovesnemu donosu trzˇnega portfelja v Black-Litterman modelu.
Te ugotovitve nam ponudijo preprostejˇsi pogoj za µ ∈ F , kjer
F =
{






‖Σvi − zλivi‖ 6  ∀i = 1, . . . , k, z
k∑
i=1
λi > α · sled(Σ)
}
.
Uposˇtevanje investitorjevih pogledov oblike (3), nam dokoncˇno ponudi aproksi-




t : µeq ∈ F ,






kjer ‖ · ‖Ω predstavlja normo, opisano v trditvi 4.7.
Resˇevanje tega optimizacijskega problema bomo imenovali pristop robustne pov-
precˇje-varianca inverzne optimizacije(RPV-IO). Z njegovo pomocˇjo sestavimo por-
tfelj xRob z donosi µRob, ki je viden v Slika 7.
6. Numericˇno testiranje modelov
Kakor smo do sedaj ugotovili, je pristop z inverzno optimizacijo fleksibilnejˇsi od
pristopa s tradicionalnim Black-Littermanovim modelom. Namen numericˇnega te-
stiranja tako ne bo iskanje, kateri nacˇin je donosnejˇsi od drugega, ampak identifi-
ciranje kdaj in kako uporabiti dodatno fleksibilnost. Iskali bomo torej situacije, v
katerih so predlagani modeli uporabne alternative klasicˇnemu modelu.
Postopek bomo sedaj nadaljevali v dveh korakih: najprej bomo pokazali razliko
med tremi portfelji skozi simulacijo primerov. Tako bomo izolirali ucˇinke tocˇnosti
portfeljskih pogledov in ocen ravnovesja. Nato bomo z vnazajˇsnjim preverjanjem
donose teh portfeljev primerjali z zgodovinskimi podatki o donosih.
Preden nadaljujemo z eksperimentiranjem, povzemimo nasˇe do zdajˇsnje ugotovi-
tve:
• Zaradi nacˇina njune konstrukcije, portfelja inverzne optimizacije po navadi
nudita boljˇso varianco, torej manjˇso, kot primerljiv BL portfelj. To je sˇe po-
sebej res za portfelj robustne povprecˇje-varianca inverzne optimizacije (tve-
ganje zaradi negotovosti o volatilnosti je zmanjˇsano z definiranjem vecˇih
scenarijev Σ1,Σ2, ..., pri katerih portfelj ne sme biti podvrzˇen prevelikem
tveganju).
• BL portfelji so bolj obcˇutljivi na pravilnost privatnih pogledov kot portfelji
inverzne optimizacije. Posledicˇno je donos, ko so ti pogledi pravilni, neko-
liko viˇsji pri BL portfeljih. Po drugi strani pa, cˇe so ti pogledi nepravilni,
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donos BL modelov mocˇno odstopa od trzˇnega donosa. Med tema dvema
skrajnostima pa so rezultati portfeljev IO bolj dosledni.
• Posledica prvih dveh ugotovitev glede na investitorjev odnos do tveganja je
boljˇse razmerje med tveganjem in donosom pri portfeljih IO kot pa pri BL
ustreznikih.
• Koncˇno, ko privatni pogledi predstavljajo informacije, ki mocˇno odstopajo od
glavnih trzˇnih faktorjev, razlike med portfelji IO in BL postanejo bolj ocˇitne.
Cˇe pa pogledi vsebujejo informacije predvsem o glavnih trzˇnih faktorjih, se
rezultati portfeljev med seboj ne razlikujejo prevecˇ.
Definicija 6.1. Sharpov kazalnik pomaga investitorjem bolje razumeti donos in-
vesticije glede na njeno tveganje. Kazalnik izrazˇa presezˇen donos investicije nad





kjer je rp donos portfelja/investicije, rf donos netvegane nalozˇbe in σp standardni
odklon presezˇnega donosa portfelja.
6.1. Simulacije. Zacˇnemo lahko z definiranjem nekega specificˇnega privatnega po-
gleda glede donosa portfelja
(23) pT = [−10%, 0%, 0%,−20%, 40%,−10%, 30%, 0%,−40%, 10%]
in stopnjo tveganja L = 12.87%, ki je postavljena na pricˇakovan standardni odklon
trzˇnega portfelja, izracˇunan iz zgodovinskih podatkov. Zavoljo enostavnosti smo
nastavili rf = 0, δˆ = 1.25 (po predlogu [8]), τ0 = 1/24 in τ1 = 0.02τ0 kar pomeni, da
verjamemo v nasˇ portfelj 50-krat bolj, kot v ravnovesni trzˇni portfelj.
6.1.1. Obcˇutljivost na tocˇnost pogleda. Zaradi enostavnosti bomo najprej obravna-
vali scenarij, kjer se prihodnji donosi realizirajo v skladu s porazdelitvijo, cˇigar
kovariancˇna matrika je identicˇna zgodovinski kovarianci, ter pricˇakovani donosi so
v skladu s CAPM ravnovesjem. Z drugimi besedami, privaten pogled je popolnoma
napacˇen, medtem ko CAPM ravnovesje velja popolnoma. Rezultati za razlicˇne q so
v spodnji tabeli.
Slika 8. Donos, standardni odklon in Sharpov kazalnik pri razlicˇnih
pricˇakovanih donosih.
Ko je q = 0, je privaten pogled zelo blizu ravnovesja (pT rˆ = 0.3862%) in vsi trije
portfelji so blizu trzˇnega portfelja. Spreminjanje ocene kovariancˇne matrike povzrocˇi
spreminjanje viˇsine vlozˇka v tvegana sredstva, medtem ko je Sharpov kazalnik zelo
podoben za vse tri portfelje.
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Ko se |q| povecˇuje, vsi trije portfelji izkazˇejo slabsˇe donose kot trzˇni portfelj, ker
je privatni pogled vedno bolj napacˇen. Po drugi strani pa opazimo razliko, da ima
BL portfelj zˇe ob majhni nepravilnosti pogledov obcˇutno slabsˇi donos in Sharpov
kazalnik kot portfelja IO. Ti rezultati nakazujejo, da sta oba portfelja IO zares
robustnejˇsa ob nepravilnosti pogledov.
Robustnost postane sˇe bolj ocˇitna, ko se prepricˇanje v pogled povecˇuje. Cˇe fiksi-
ramo q = 1 in τ0 = 1/24, obenem pa spreminjamo nasˇo prepricˇanje v nepravilen po-
gled τ1, dobimo rezultate prikazane v spodnji tabeli. Portfelja IO ponovno obdrzˇita
boljˇsi Sharpov kazalnik kot BL portfelj.
Slika 9. Donos, standardni odklon in Sharpov kazalnik pri razlicˇnih
stopnjah prepricˇanosti v pogled.
6.1.2. Trzˇni odmik. Najprej predpostavimo scenarij, kjer prihodnji donosi izhajajo
iz porazdelitve, katere kovariancˇna matrika se razlikuje od zgodovinske kovariancˇne
matrike za majhen, slucˇajen odmik. Pricˇakovani donosi so generirani v skladu s
CAPM modelom, scenarij pa je tako konsistenten s faktorskim modelom. V tej lucˇi
sta donos in tveganje portfelja funkciji slucˇajnega odmika, torej sta sama po sebi
slucˇajni spremenljivki. Fiksiramo q = 5, ter dobimo gostoto donosa portfelja in
gostoto standardnega odklona portfelja prikazani v Slika 10.
Slika 10. Gostota donosa in standardnega odklona pri fiksnem q.
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Vidimo, da imata portfelja IO podobno porazdeljen donos, kakor tudi standar-
dni odklon portfelja. V povprecˇju sta boljˇsa in bolj skoncentrirana okoli svojih
pricˇakovanih donosov kakor BL portfelj. Standardni odklon je v povprecˇju manjˇsi
pri portfeljih IO, obenem pa ima lazˇje repe kot standardni odklon BL portfelja.
6.1.3. Obcˇutljivost na izbiro portfelja p. Sedaj predpostavimo portfelj za nek drug
pogled:
p˜T = [20%, 0%, 10%, 10%, 10%, 10%, 10%,−10%, 20%, 20%].
Intuitivno je razlika med p in p˜ to, da p opiˇse informacije, ki se razlikujejo
od informacij glavnih trzˇnih faktorjev, medtem ko p˜ opiˇse informacije podobne
informacijam glavnih trzˇnih faktorjev. Natancˇneje, dolzˇina projekcije p na prostor,
ki ga razpenjajo lastni vektorji prvih treh lastnih vrednosti Σˆ, je majhna, medtem
ko je dolzˇina projekcije p˜ na isti prostor velika. To pomeni,
||proj(p, < v1,v2,v3 >)||
||p|| ≈ 2%,
||proj(p˜, < v1,v2,v3 >)||
||p˜|| ≈ 84%,
kjer so v1,v2,v3 lastni vektorji treh najvecˇjih lastnih vrednosti Σˆ.
Pristopa z inverzno optimizacijo omejita lastne vektorje kovariancˇne matrike blizu
njihovih zgodovinskih vrednosti, zato pricˇakujemo da dodatna svoboda, ki jo prispe-
vata, v tem primeru ni uporabna pri realizaciji investitorjevih pogledov. Posledicˇno
se portfelji odrezˇejo zelo podobno.
Slika 11. Donos, standardni odklon in Sharpov kazalnik pri izbiri
drugacˇnega portfelja p.
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6.2. Vnazajˇsnje preverjanje. Vzemimo zgodovinske podatke od MSCI (Morgan
Stanley Composite Index) indeksov sektorjev med junijem 1992 in decembrom 2009,
medtem ko za netvegan instrument vzamemo ameriˇsko tromesecˇno zakladno menico.
Za vsak mesec od vkljucˇno junija 1998 naprej s pomocˇjo podatkov preteklih 60. me-
secev izracˇunamo empiricˇno kovariancˇno matriko in odcˇitamo za ta mesec trzˇno
kapitalizacijo individualnih sektorjev. S temi podatki nato izracˇunamo portfelj BL,
portfelj povprecˇje-varianca inverzna optimizacija (PV-IO) in portfelj robustna pov-
precˇje-varianca inverzna optimizacija (RPV-IO). Vsi trije so konstruirani s ciljnim
letnim standardnim odklonom L = 15.37%.
Zato da so razlike med metodami najbolj ocˇitne, bomo uporabili samo en privaten
pogled skozi celotno cˇasovno obdobje, natancˇneje p kot v (23). Spomnimo se da
portfelj, ki se nahaja v prostoru, ki ga razpenjajo prvi trije lastni vektorji kovariancˇne
matrike, dosezˇe podobne donose pri vseh treh metodah. Delezˇ p, ki lezˇi v tem
prostoru, se giblje med 5% in 40%. Ta delezˇ in realizirani donosi za ta portfelj so
prikazani v spodnjem grafu; povprecˇni realiziran mesecˇni donos za p pa je 0.003%.
Slika 12. Delezˇ portfelja p v vektorskem prostoru in realiziran donos.
6.2.1. Staticˇni pogledi. Najprej si lahko pogledamo kako se odrezˇejo portfelji ob kon-
stantnem q cˇez vsa obdobja. Ta predpostavka je zelo groba, ampak je po eni strani
najboljˇsa mozˇnost, kako locˇiti uspesˇnost metod od nacˇina generiranja privatnih po-
gledov. Izracˇunamo povprecˇni donos in standardni odklon na nasˇih podatkih in ju
nariˇsemo v leva dva spodnja grafa.
Slika 13. Karakteristike portfeljev ob staticˇnem pogledu (med juni-
jem 1998 in decembrom 2009).
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Da lahko bolje razumemo tveganje znotraj obdobja, izriˇsemo tudi maksimalen
standardni odklon, ki smo ga dosegli v obdobju 24 mesecev (tretji graf zgoraj).
Rezultati za standardni odklon in tveganje so najbolj izraziti, saj za skoraj vse
vrednosti q portfelja IO izkazˇeta manjˇse tveganje kot BL portfelj. Razlika med BL
in RPV-IO pristopom je pri standardnem odklonu lahko velika do 6%, medtem ko je
za maksimalen standardni odklon lahko velika celo 11%. Ti rezultati so intuitivno
smiselni, saj portfelja IO nudita fleksibilnejˇso oceno volatilnosti, kar sˇe posebej velja
za portfelj RPV-IO, ki sˇcˇiti v primeru uresnicˇitve najslabsˇega mozˇnega scenarija
volatilnosti. Spomnimo se, da je bil ciljni standardni odklon za portfelje 15.73%,
kar pomeni, da se portfelja IO bolje prilegata temu cilju.
Po drugi strani pa so rezultati za povprecˇni donos manj ocˇitni. Ko je q = 0, je
pogled skoraj popolnoma usklajen z ravnovesjem in vsi trije portfelji so podobno
uspesˇni kot Markowitzev portfelj. Sodecˇ iz grafov bi investitor lahko sklepal, da je
pri q < 0 pristop BL obcˇutno uspesˇnejˇsi od pristopov IO, medtem ko je pri q > 0
obcˇutno manj uspesˇen. Ta sklep pa je zˇal mocˇno odvisen od izbora preucˇevanega
obdobja. Za primer izracˇunamo iste parametre na obdobju od decembra 1999 do
decembra 2009 (razlika 18 mesecev) in izriˇsemo spodnje grafe. V njih vidimo zelo
drugacˇno odvisnost povprecˇnega donosa BL portfelja od q. Za razliko od njega pa
je povprecˇni donos portfeljev IO in standardni odklon kot tudi maksimalen odklon
vseh treh portfeljev zelo podoben.
Slika 14. Karakteristike portfeljev ob staticˇnem pogledu (med de-
cembrom 1999 in decembrom 2009).
Ta odstopanja so lahko vsaj malo pojasnjena z ugotovitvami iz razdelka 6.1.2.
Ker je portfelj BL zelo obcˇutljiv na realizacijo privatnega pogleda, lahko utrpi velike
izgube in dobicˇke. Na primer, predpostavimo, da pogled predvidi vecˇjo uspesˇnost
p kot v ravnovesju (torej q  pT rˆ). Cˇe je realizacija pogleda taka tudi na trgu,
bo portfelj BL uspesˇen. Cˇe pa je realizacija pogleda pod trzˇno, bo portfelj BL neu-
spesˇen/manj uspesˇen. Taksˇna visoka obcˇutljivost lahko povzrocˇi visoke fluktuacije
v vrednosti portfelja. Tako so povprecˇni donosi portfelja BL med junijem 1997 in
decembrom 1999 povzrocˇili pokazano razliko med zgornjima grafoma. Ker so por-
tfelji IO manj obcˇutljivi na realizacijo pogleda, so tako bolj stabilna odlocˇitev ne
glede na preucˇevano obdobje in so lahko tako glede na investicijske cilje preferirana
metoda.
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6.2.2. Sistematicˇna pristranskost. Eksperiment v predhodnem razdelku je primerjal
uspesˇnost metod ob predpostavki, da so pogledi konstantni in vecˇinoma nepravilni.
Sedaj bomo predpostavili, da so pogledi vecˇinoma pravilni.
V ta namen predpostavimo scenarij, v katerem ima mehanizem generiranja po-
gledov sistematsko pristranskost. Natancˇneje, v vsakem trenutku mehanizem vrne
resnicˇen donos portfelja p v naslednjem obdobju, zamaknjen za nek manjˇsi zamik
4q. Ko imamo 4q < 0 pomeni, da podcenimo, medtem ko 4q > 0 pomeni, da pre-
cenimo bodocˇe stanje. V primeru 4q = 0 popolnoma natancˇno ocenimo prihodnji
donos.
Graficˇno prikazˇemo povprecˇen donos in standardni odklon za razlicˇne vrednosti
4q v levih dveh grafih spodaj. Maksimalen dosezˇen standardni odklon v obdobju 24
mesecev je prikazan v skrajno desnem grafu. Spomnimo se, da je zˇeljen standardni
odklon za te portfelje enak 15.73%.
Slika 15. Karakteristike porteljev ob narasˇcˇajocˇi nepravilnosti po-
gledov (med junijem 1998 in decembrom 2009).
Po pricˇakovanjih so vsi trije portelji uspesˇnejˇsi od trzˇnega portfelja ko je 4q
majhen. To dejstvo je pomemben razlog, zakaj so model Black-Litterman in njegove
izpeljanke tako popularne v praksi. Portfelji so lahko na letni ravni donosa uspesˇnejˇsi
od trzˇnega portfelja tudi do 20%. Zaradi svoje visoke obcˇutljivosti ima portfelj BL
viˇsji donos od portfeljev IO, ko so pogledi zelo natancˇni (4q ≈ 0), ampak se ta
razlika zacˇne zmanjˇsevati pri manj natancˇnih pogledih. Po pricˇakovanjih pa ta
viˇsja donosnost ne pride brez cene, ampak se odrazi v viˇsjem tveganju portfelja
BL v primerjavi s portfelji IO. Razlika je lahko kar izdatna, do 6% v standardnem
odklonu in do 11% v maksimalnem standardnem odklonu.
Kot v prejˇsnjem primeru bi lahko investitor poskusˇal narediti sklepe o obnasˇanju
portfeljev pri 4q < 0 v primerjavi z 4q > 0. Ti sklepi so ponovno zelo odvisni od
izbire cˇasovnega obdobja in portfelja p.
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6.2.3. Dolˇzina zgodovinskega obdobja. Za preizkus robustnosti nasˇih ugotovitev,
lahko ponovimo prejˇsnja dva eksperimenta za razlicˇno dolga zgodovinska obdobja,
iz katerih racˇunamo karakteristike. Tako sedaj vzamemo obdobje 72 mesecev, se
pravi eno leto vecˇ kot v prejˇsnjih preverjanjih. Naredimo oba tipa preverjanj kot v
6.2.1 in 6.2.2, ter podatke nariˇsemo v spodnje grafe.
Slika 16. Karakteristike portfeljev ob staticˇnem pogledu (med juni-
jem 1998 in decembrom 2009).
Slika 17. Karakteristike porteljev ob narasˇcˇajocˇi nepravilnosti po-
gledov (med junijem 1998 in decembrom 2009).
Cˇe primerjamo grafe s tistimi iz prejˇsnjih podpoglavij, vidimo da ni mocˇ razbrati
izrazitih sprememb v obliki, kakor tudi v stopnjah karakteristik, zato lahko recˇemo,




V delu diplomskega seminarja smo s pomocˇjo inverzne optimizacije ustvarili novo
formulacijo Black-Littermanovega modela. Njena najvecˇja prednost pred klasicˇnim
pristopom je povecˇana fleksibilnost vkljucˇevanja specificˇnih pogledov in zmozˇnost
uposˇtevanja drugacˇnih mer tveganja kot pristop povprecˇje-varianca. To fleksibilnost
smo uporabili pri vpeljavi dveh novih optimizacijskih problemov tipa BL, njunih
resˇitev in pripadajocˇih portfeljev, imenovali pa smo ju pristop povprecˇje-varianca
inverzna optimizacija in pristop robustna povprecˇje-varianca inverzna optimizacija.
Pri prvem lahko investitor izkoristi kakrsˇnekoli privatne informacije o volatilnosti,
medtem ko drugi varuje investitorja pred negotovostjo, ko posameznik nima taksˇnih
privatnih informacij o volatilnosti. S pomocˇjo simulacij in vnazajˇsnjega preverjanja
smo dokazali, da imata omenjena pristopa dolocˇene prednosti pred tradicionalnim
BL modelom, sˇe posebej v situacijah, kjer pogledi niso popolnoma zanesljivi.
Cˇeprav smo formulirali ta dva specificˇna pristopa, pa to ne pomeni, da sta edina,
ki ju lahko skonstruiramo s pomocˇjo inverzne optimizacije. Tako lahko vpeljemo
veliko razlicˇnih optimizacijskih pristopov ”tipa”BL, ob raznolikih predpostavkah o
trzˇni dinamiki in investitorjevem obnasˇanju. Nadaljne raziskovanje v smeri inver-
zne optimizacije je tako najverjetneje utemeljeno, saj s pomocˇjo podatkov pri vna-
zajˇsnjem preverjanju lahko sklepamo, da ta postopek nudi mnoge prednosti pred
bolj tradicionalnimi portfeljskimi metodami. V lucˇi prilagodljivosti in preprostosti
racˇunanja aproksimacij preko inverzne optimizacije vidimo, da je to podrocˇje zani-
mivo za poglobljeno raziskovanje, saj nudi ne samo teoreticˇne, ampak tudi prakticˇne
rezultate, ki govorijo sami zase.
Ob dobljenih rezultatih predstavljenih modelov se je potrebno zavedati, da v
skrajnih primerih lahko tudi oni odpovedo, saj v financˇnem svetu in investicijah
nobena stvar ni 100% zagotovljena. Zato je potrebno biti kot investitor pripravljen
na mozˇne napake in odstopanja, ter se iz njih vedno kaj novega naucˇiti. Znanje in
izkusˇnje so najpomembnejˇse kvalitete uspesˇnega investitorja, ki pa lahko svoje inve-
sticije mocˇno nadgradi z uporabo metod Black-Litterman in inverzne optimizacije,
pri katerih uporabi svoje izkusˇnje kakor zakonitosti portfeljske teorije.
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